
Vektorprodukt und Spatprodukt
Vektorprodukt in der Komponentenschreibweise
dWennwir uns auf zwei Dimensionen beschränken, gibt es kein Vektorprodukt. Das Vektorprodukt braucht
mindestens drei Dimensionen und existiert deshalb nur in der räumlichen Vektorgeometrie.
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Beachte, dass jede Zeile zur nächsten Zeile mit Hilfe einer zyklischen Permutation erhalten wird.

Mini-Übung
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Beispiel

Berechne den Ausdruck (~a⇥~b) + (~a⇥ ~c)mit
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Lot auf der Ebene

Das Vektorprodukt steht senkrecht auf beiden ursprünglichen Vektoren, die im Produkt stehen:

~c = ~a⇥~b

! ~c ? ~a, ~c ? ~b
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Beispiel

Überprüfe, dass ~c = ~a⇥~b wirklich senkrecht auf ~a und~b steht.
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d

Algebraische Eigenschaften

Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ: Eine Umkehrung der Reihenfolge kehrt das Vorzeichen
um:

~a⇥~b = �(~b⇥ ~a)

Distributivgesetz für das Vektorprodukt:

~a⇥ (~b+ ~c) = ~a⇥~b + ~a⇥ ~c

(~a+~b)⇥ ~c = ~a⇥ ~c + ~b⇥ ~c

Assoziativgesetz für die Kombination von Zahlenprodukt und Vektorprodukt: ~a und ~b sind Vekto-
ren, � ist ein Skalar, d.h. eine Zahl:

� · (~a⇥~b) = (�~a)⇥~b

= ~a⇥ (�~b)

Die Reihenfolge im Vektorprodukt bleibt erhalten (~a vor ~b), während die Reihenfolge für das Zah-
lenprodukt keine Rolle spielt (� vor ~a oder ~a vor �).
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Fläche des Parallelogramms

Der Betrag (Länge) des neuen Vektors aus dem Vektorprodukt entspricht der Fläche des Paralle-
logramms, das durch die beiden ursprünglichen Vektoren gebildet wird:

|~c| = |~a⇥~b| = A

Die Fläche des Parallelogramms wird berechnet als Grundseite multipliziert mit der Höhe, die auf der
Grundseite senkrecht steht.

A = s · h

Das gilt aufgrund des Prinzips von Cavalieri.

d

Der Betrag des Vektorprodukt (=Fläche des Parallelogramms) kann mit den Beträgen der ur-
sprünglichen Vektoren und dem Sinus des Zwischenwinkels berechnet werden:

|~a⇥~b| = |~a| · |~b| · sin(')
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Wenn der Zwischenwinkel verschwindet oder 180° ist, d.h. ~a und ~b kollinear sind (sie verlaufen parallel,
gleich oder gegenläufig gerichtet), dann erhalten wir mit dem Vektorprodukt der beiden Vektoren den
Nullvektor, da sin(0°) = sin(180°) = 0.

Kollineare Vektoren bilden im Vektorprodukt den Nullvektor:

|~a⇥~b| = 0 , ~a "" ~b oder ~a "# ~b

Rechtssystem
Als Rechtssystem verstehenwir in derMathematik und Physik ein räumliches Systemmit einer bestimm-
ten Reihenfolge. Das Vektorprodukt ist ein solches Rechtssystem, denn die Reihenfolge, mit welcher das
Vektorprodukt gerechnet wird, bestimmt das Vorzeichen.

Rechtssysteme werden oft mit der Rechte–Hand–Regel erklärt.
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Spatprodukt
dFür das Spatprodukt gibt es verschiedene Definitionen und Schreibweisen. Eine davon ist die Folgende
mit eckigen Klammern:

Spatprodukt der Vektoren ~a,~b und ~c (in dieser Reihenfolge):

[ ~a ~b ~c ] = ~a · (~b⇥ ~c)

Mini-Übung

Berechne das Spatprodukt [ ~a ~b ~c ] der folgenden drei Vektoren:
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0

@
0
1
2

1

A

d
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Die Bedeutung des Resultats des Spatprodukts ist ähnlich zur Fläche des Parallelogramms beim Vektor-
produkt: Es entspricht dem Volumen des sog. Spats, einem Parallelepiped, dass durch die drei Vektoren
aufgespannt wird.

Was passiert jetzt, wenn wir die Reihenfolge der Vektoren, und ändern? Gewisse Vertauschungen haben
keinen Einfluss auf das Resultat, solange sie der zyklischen Permutation folgen, denn das Spatprodukt
ist ein Rechtssystem:

[ ~a ~b ~c ] = [ ~b ~c ~a ] = [ ~c ~a ~b ] = 12

Eine Vertauschung von nur zwei Vektoren ändert das System zu einem Linkssystem und somit ändert
das Vorzeichen des Spatprodukts:

[ ~a ~c ~b ] = [ ~b ~a ~c ] = [ ~c ~b ~a ] = �12

Das Volumen des Spats, das durch die drei Vektoren aufgespannt wird, entspricht dem (positiven)
Betrag des Spatprodukts:

V =
���[ ~a ~c ~b ]

���

Zwei kollineare Vektoren oder drei komplanare Vektoren führen zu einem verschwindenden Spat-
produkt:

[ ~a ~b ~c ] = 0
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Vektor- und Spatprodukt
(5044)

Aufgabe 1



Vektorgeometrie 5044

Vektor- und Spatprodukt

Aufgabe 1 Berechne die folgenden Vektorprodukte.
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Aufgabe 2 Gegeben sind die beiden Vektoren ~a und~b:

~a =

0

@
3
5
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A , ~b =

0

@
�1
10
4
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A

a) Berechne das Vektorprodukt ~c = ~a⇥~b.

b) Zeige, dass ~c sowohl auf ~a, wie auch auf~b senkrecht steht.

c) Zeige, dass das Vektorprodukt immer senkrecht auf dem ersten Vektor des Produkts
steht, indem du die beiden folgenden allgemeinen Vektoren benutzt:
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@
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A , ~b =

0
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bz
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A

Aufgabe 3 Benutze die algebraischen Eigenschaften des Vektorprodukts für die folgenden
Aufgaben und löse sie ohne Komponentenschreibweise.
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Aufgabe 4 Gegeben sind die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks im Raum:

A(2, 3, 5), B(�1,�1, 0), C(10, 3,�4)

a) Berechne das Vektorprodukt
��!
AB ⇥�!

AC

b) Berechne die Winkel ↵ und �.

c) Berechne die Fläche des Dreiecks.

Aufgabe5 Wir haben einen gerade stehendenWürfelmit Schwerpunkt imKoordinatenursprung
und Seitenlänge s = 4.

a) Zeichne den Würfel im dreidimensionalen Koordinatensystem.

b) Beschrifte die Ecken A bisH und bestimme deren Koordinaten.

c) WelchenZwischenwinkel hat die Raumdiagonale durch die Ecke (2,�2,�2)mit demVektor

~v =

0

@
4
4
0

1

A?

d) Berechne die Fläche der Schnittebene durch den Würfel, die drei Seitenflächen diagonal
schneidet.

e) Berechne das Volumen des Würfels mit Hilfe des Spatprodukts.

Aufgabe 6 Gegeben sind die folgenden Vektoren:

~a =

0

@
2
1
�3

1

A , ~b =

0

@
5
0
1

1

A , ~c =

0

@
�4
�2
6

1

A , ~d =

0

@
12
1
�1

1

A

a) Zeige, dass ~a und ~c kollinear sind.

b) Zeige, dass ~a,~b und ~d komplanar sind.
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Aufgabe 6 Gegeben sind die folgenden Vektoren:
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0

@
2
1
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1

A , ~b =

0

@
5
0
1

1

A , ~c =

0

@
�4
�2
6

1

A , ~d =

0

@
12
1
�1

1

A

a) Zeige, dass ~a und ~c kollinear sind.

b) Zeige, dass ~a,~b und ~d komplanar sind.
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Aufgabe 4 Gegeben sind die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks im Raum:

A(2, 3, 5), B(�1,�1, 0), C(10, 3,�4)

a) Berechne das Vektorprodukt
��!
AB ⇥�!
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b) Berechne die Winkel ↵ und �.

c) Berechne die Fläche des Dreiecks.
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c) WelchenZwischenwinkel hat die Raumdiagonale durch die Ecke (2,�2,�2)mit demVektor
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0

@
4
4
0

1
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d) Berechne die Fläche der Schnittebene durch den Würfel, die drei Seitenflächen diagonal
schneidet.

e) Berechne das Volumen des Würfels mit Hilfe des Spatprodukts.

Aufgabe 6 Gegeben sind die folgenden Vektoren:

~a =

0

@
2
1
�3

1

A , ~b =

0

@
5
0
1

1

A , ~c =

0

@
�4
�2
6

1

A , ~d =

0

@
12
1
�1

1

A

a) Zeige, dass ~a und ~c kollinear sind.

b) Zeige, dass ~a,~b und ~d komplanar sind.






